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Àííîòàöèÿ
Äëÿ ðåøåíèÿ ìîíîòîííîãî ñìåøàííîãî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà ïðåäëàãàåòñÿ êîì-
áèíèðîâàííûé ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè è ñïóñêà ïî èíòåðâàëüíîé (îöåíî÷íîé) óíêöèè.
Â ïðåäëîæåííîì ìåòîäå è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííûõ çàäà÷, è äëÿ êîíñòðóèðîâà-
íèÿ èíòåðâàëüíîé óíêöèè èñïîëüçóåòñÿ îäíà è òà æå ðàâíîìåðíî âûïóêëàÿ âñïîìîãà-
òåëüíàÿ óíêöèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííûõ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñïóñêà ïî
èíòåðâàëüíîé óíêöèè ñ íåòî÷íûì ëèíåéíûì ïîèñêîì.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñìåøàííîå âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî, èíòåðâàëüíàÿ óíêöèÿ,
ìåòîä ñïóñêà, ðàâíîìåðíî âûïóêëàÿ óíêöèÿ.
Ââåäåíèå
Ïóñòü U  íåïóñòîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Rn ,
G : U → Rn  íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå, f : Rn → R  âûïóê-
ëàÿ óíêöèÿ. Ñìåøàííîå âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì.
Çàäà÷à 1. Íàéòè ýëåìåíò u∗ ∈ U òàêîé, ÷òî
〈G(u∗), u− u∗〉+ f(u)− f(u∗) ≥ 0 ∀u ∈ U.
Ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç U∗ .
Îäèí èç èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ è ðàâíîâåñ-
íûõ çàäà÷ ñîñòîèò â ñâåäåíèè èõ ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè òàê íàçûâàåìîé èíòåðâàëü-
íîé (èëè îöåíî÷íîé) óíêöèè (íàïð., [1℄). Îáû÷íî äëÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ
ìåòîäîâ ñïóñêà ïî èíòåðâàëüíîé óíêöèè òðåáóþòñÿ óñëîâèÿ ñèëüíîé ìîíîòîííî-
ñòè (ñì., íàïðèìåð, [1, 2℄). Ýòî îãðàíè÷åíèå ìîæåò áûòü ïðåîäîëåíî ñ ïîìîùüþ
ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà Áðàóäåðà (ñì. [35℄), à èìåííî: èñïîëüçóåòñÿ êîìáèíà-
öèÿ ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè è ñïóñêà (ñì. [68℄). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ìíîãèõ
çàäà÷ óäîáíî âûáèðàòü ðåãóëÿðèçèðóþùèå äîáàâêè, êîòîðûå íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿ-
þòñÿ êâàäðàòè÷åñêèìè, ïîñêîëüêó ýòî ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ ëó÷øåé àïïðîêñèìàöèè
èñõîäíîé çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âîçìóùåííûõ çàäà÷, à òàêæå ëó÷øèõ äè-
åðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ âîçìóùåííûõ çàäà÷ (ñì., íàïðèìåð, [9, 10℄). Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííûõ çàäà÷, è äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ èíòåð-
âàëüíîé óíêöèè èñïîëüçóåòñÿ îäíà è òà æå ðàâíîìåðíî âûïóêëàÿ âñïîìîãàòåëü-
íàÿ óíêöèÿ è ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ñïóñêà äëÿ äîâîëüíî øèðîêîãî êëàññà íåñòðîãî
ìîíîòîííûõ ñìåøàííûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ.
1. åãóëÿðèçàöèÿ äëÿ ìîíîòîííûõ
ñìåøàííûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ
Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèé (ñì., íàïðèìåð, [11
13℄). Îòîáðàæåíèå G : Rn → Rn íàçûâàåòñÿ
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(i) ìîíîòîííûì, åñëè äëÿ âñåõ u, v ∈ Rn âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
〈G(u)−G(v), u − v〉 ≥ 0;
(ii) ñòðîãî ìîíîòîííûì, åñëè äëÿ âñåõ u, v ∈ Rn, u 6= v âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî
〈G(u)−G(v), u − v〉 > 0;
(iii) ñèëüíî ìîíîòîííûì ñ êîíñòàíòîé τ , åñëè äëÿ âñåõ u, v ∈ Rn âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî
〈G(u)−G(v), u− v〉 ≥ τ‖u− v‖2;
(iv) ðàâíîìåðíî ìîíîòîííûì ñ óíêöèåé θ , åñëè äëÿ âñåõ u, v ∈ Rn âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî
〈G(u)−G(v), u − v〉 ≥ θ(‖u− v‖)‖u− v‖,
ãäå θ : R→ R  íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî θ(0) = 0.
Ïî àíàëîãèè, óíêöèþ ψ : Rn → R áóäåì íàçûâàòü ðàâíîìåðíî âûïóêëîé
ñ óíêöèåé θ , åñëè äëÿ âñåõ u, v ∈ Rn âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
αψ(u) + (1− α)ψ(v) − 0.5α(1− α)θ(‖v − u‖)‖v − u‖ ≥ ψ(αu + (1− α)v),
ãäå α ∈ [0, 1] , θ : R→ R  íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî θ(0) = 0.
Îòìåòèì, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóåò èçâåñòíîìó îïðåäåëåíèþ ðàâíî-
ìåðíî âûïóêëîé óíêöèè (ñì., íàïðèìåð, [14, ñ. 218℄), ãäå èñïîëüçóåòñÿ óíêöèÿ
η(t) = 0.5tθ(t) .
Äëÿ ðàâíîìåðíî âûïóêëîé óíêöèè òàêæå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
ψ(v)− ψ(u) ≥ 〈∇ψ(u), v − u〉+ 0.5θ(‖v − u‖) ‖v − u‖ (1)
(ñì., íàïðèìåð, [14, ñ. 221℄). Êðîìå òîãî, äèåðåíöèðóåìàÿ óíêöèÿ ψ ðàâíî-
ìåðíî âûïóêëà ñ óíêöèåé θ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ãðàäèåíò ðàâíîìåðíî
ìîíîòîíåí ñ óíêöèåé θ .
Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ äëÿ çàäà÷è 1.
(A1) Ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è U∗ íåïóñòî.
(A2) Îòîáðàæåíèå G ìîíîòîííî.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèìåíèòü ðåãóëÿðèçàöèþ Òèõîíîâà Áðàóäåðà, âûáåðåì âñïî-
ìîãàòåëüíóþ óíêöèþ ϕ : Rn → R , êîòîðàÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
(B1) ϕ ðàâíîìåðíî âûïóêëà ñ óíêöèåé θ è äèåðåíöèðóåìà íà Rn .
àññìîòðèì âîçìóùåííóþ çàäà÷ó:
Çàäà÷à 2. Íàéòè òî÷êó uε ∈ U òàêóþ, ÷òî
〈G(uε) + ε∇ϕ(uε), v − uε〉+ f(v)− f(uε) ≥ 0 ∀v ∈ U. (2)
ãäå ε  ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè.
Ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è 2 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Uε .
Â ýòèõ óñëîâèÿõ çàäà÷à 2 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (A2) è (B1). Òîãäà çà-
äà÷à 2 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó â [15℄.
åøåíèÿ çàäà÷è 2 ïðè ε → 0 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àïïðîêñèìàöèþ ìíîæåñòâà
ðåøåíèé çàäà÷è 1. Ýòî ñâîéñòâî èçâåñòíî êàê ðåãóëÿðèçàöèÿ Òèõîíîâà Áðàóäåðà
(ñì. [35℄, à òàêæå [16℄).
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Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (A1), (A2) è (B1). Òîãäà
ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uεk} ïðè {εk} ց 0 ñõîäèòñÿ ê òî÷êå u
∗
n ∈ U
∗
òàêîé,
÷òî
min
u∈U∗
→ ϕ(u). (3)
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1 èç [10℄.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü îáùóþ ñõåìó ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ ðå-
øåíèÿ èñõîäíîé ìîíîòîííîé çàäà÷è.
2. Èíòåðâàëüíàÿ óíêöèÿ äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëüíîé (îöåíî÷íîé) óíêöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü òó
æå ñàìóþ ðàâíîìåðíî âûïóêëóþ âñïîìîãàòåëüíóþ óíêöèþ, ÷òî è äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ðåãóëÿðèçîâàííûõ çàäà÷.
Îïðåäåëèì óíêöèþ:
µε(u) = max
v∈U
Φε(u, v) = Φε(u, vε(u)), (4)
ãäå
Φε(u, v) = −〈G(u) + ε∇ϕ(u), v − u〉 − f(v) + f(u)− ε[ϕ(v) − ϕ(u)− 〈∇ϕ(u), v − u〉],
èëè ïîñëå óïðîùåíèÿ
Φε(u, v) = −〈G(u), v − u〉 − f(v) + f(u)− ε[ϕ(v)− ϕ(u)].
Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà vε(u) âñåãäà ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøå-
íèåì çàäà÷è (4), ïîñêîëüêó Φε(u, ·)  ðàâíîìåðíî âîãíóòàÿ óíêöèÿ.
Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à 2 ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å (ñì. [1, Prop. 1.3℄, [17,
Prop. 2.2.2℄):
Çàäà÷à 3. Íàéòè òî÷êó uε ∈ U òàêóþ, ÷òî
〈G(uε), v − uε〉+ ε[ϕ(v) − ϕ(uε)] + f(v)− f(uε) ≥ 0 ∀v ∈ U,
ãäå ε > 0.
Äëÿ íåå µε ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàê íàçûâàåìóþ ïðÿìóþ èíòåðâàëüíóþ óíê-
öèþ (primal gap funtion). Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ýòîé óíêöèè,
äëÿ ñìåøàííîãî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà èçó÷åíû â [18℄ â ïðåäïîëîæåíèè ñèëü-
íîé âûïóêëîñòè óíêöèè ϕ .
Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è â (4) ìîæíî ñîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì.
Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (A2) è (B1) è ïóñòü u  íåêî-
òîðàÿ òî÷êà èç U . Òîãäà vε(u) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è â (4) â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
〈G(u) + ε∇ϕ(vε(u)), z − vε(u)〉+ f(z)− f(vε(u)) ≥ 0 ∀z ∈ U. (5)
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó â [19℄.
Îïðåäåëåííàÿ â (4) óíêöèÿ µε áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå èíòåðâàëüíîé
äëÿ çàäà÷è 2. Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ýòà óíêöèÿ âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà
(òàê êàê Φε(u, u) = 0). Äîêàæåì åå îñíîâíûå ñâîéñòâà.
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Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (A2) è (B1). Òîãäà äëÿ ëþáîé
òî÷êè u ∈ U :
1) µε(u) ≥ 0.5εθ(‖u− vε(u)‖)‖u− vε(u)‖ ;
2) ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(i) µε(u) = 0 ,
(ii) u = vε(u) ,
(iii) u ∈ Uε .
Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (5) ïðè z = u ïîëó÷èì:
〈G(u) + ε∇ϕ(vε(u)), u− vε(u)〉+ f(u)− f(vε(u)) ≥ 0.
Ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà ε[ϕ(u) − ϕ(vε(u))] . Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ÷òî
óíêöèÿ ϕ ðàâíîìåðíî âûïóêëà, â ñèëó (1) èìååì:
µε(u) = Φε(u, vε(u)) = 〈G(u), u− vε(u)〉+ f(u)− f(vε(u)) + ε[ϕ(u)− ϕ(vε(u))] ≥
≥ ε[ϕ(u)− ϕ(vε(u))− 〈∇ϕ(vε(u)), u − vε(u)〉] ≥ 0.5εθ(‖u− vε(u)‖)‖u− vε(u)‖,
òî åñòü óòâåðæäåíèå 1) ñïðàâåäëèâî. Èñïîëüçóÿ òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííîå óòâåðæäå-
íèå, èç µε(u) = 0 èìååì, ÷òî u = vε(u) , ñëåäîâàòåëüíî, (i) ⇒ (ii). Îáðàòíîå ñîîò-
íîøåíèå (ii) ⇒ (i) î÷åâèäíî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ óíêöèè µε . Äàëåå, ïðè u = vε(u)
ñîîòíîøåíèå (5) ïðèíèìàåò âèä
〈G(u) + ε∇ϕ(u), v − u〉+ f(v)− f(u) ≥ 0 ∀v ∈ U,
îòêóäà ñëåäóåò u ∈ Uε , òî åñòü (ii) ⇒ (iii). Íàêîíåö, ïóñòü u ∈ Uε , íî u 6= vε(u) .
Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (5) ïðè z = u èìååì
〈G(u), vε(u)− u〉+ f(vε(u))− f(u) + ε[ϕ(vε(u)− ϕ(u)] ≤
≤ −0.5εθ(‖u− vε(u)‖)‖u− vε(u)‖ < 0;
ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (iii) ⇒ (ii) òàêæå ñïðàâåä-
ëèâî, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàííûå ñâîéñòâà óíêöèè µε , òî åñòü íåîòðèöàòåëüíîñòü íà äîïóñòèìîì
ìíîæåñòâå è ðàâåíñòâî íóëþ íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé, ïîêàçûâàþò, ÷òî µε ìîæåò
ñëóæèòü èíòåðâàëüíîé óíêöèåé äëÿ çàäà÷è 2. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî
èñõîäíàÿ çàäà÷à 2 ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè
min
u∈U
−→ µε(u). (6)
Îäíàêî âûïóêëîñòü óíêöèè µε íå ãàðàíòèðóåòñÿ, è äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò èìåòü,
â ïðèíöèïå, ëîêàëüíûå ìèíèìóìû, îòëè÷íûå îò ãëîáàëüíûõ. Ïîýòîìó áûëî áû
óäîáíåå çàìåíèòü ýòó çàäà÷ó íà åå óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè, êîòîðûå áóäóò ñîð-
ìóëèðîâàíû â ñëåäóþùåì ïàðàãðàå.
3. Íåïðåðûâíîñòü è ñòàöèîíàðíîñòü
Ëåììà 1. Åñëè óñëîâèÿ (A2) è (B1) âûïîëíÿþòñÿ, òî îòîáðàæåíèå u 7→ vε(u)
íåïðåðûâíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè u′, u′′ ∈ U è îáîçíà÷èì v′ =
= vε(u
′), v′′ = vε(u
′′) . Òîãäà â ñèëó (5) èìååì ïðè z = v′′ è z = v′ ñîîòâåòñòâåííî
〈G(u′) + ε∇ϕ(v′), v′′ − v′ 〉+ f(v′′)− f(v′) ≥ 0,
〈G(u′′) + ε∇ϕ(v′′), v′ − v′′ 〉+ f(v′)− f(v′′) ≥ 0.
Ñëîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì
〈G(u′)−G(u′′), v′′ − v′ 〉+ ε〈∇ϕ(v′)−∇ϕ(v′′), v′′ − v′〉 ≥ 0.
Ïîñêîëüêó óíêöèÿ ϕ ðàâíîìåðíî âûïóêëà, îòñþäà èìååì:
‖G(u′)−G(u′′)‖ ‖v′ − v′′‖ ≥ εθ(‖v′ − v′′‖)‖v′ − v′′‖,
Ñëåäîâàòåëüíî, ‖G(u′)−G(u′′)‖ ≥ εθ(‖v′−v′′‖), è â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæå-
íèÿ G îòîáðàæåíèå u 7→ vε(u) òàêæå íåïðåðûâíî, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Èç ëåììû 1 è îðìóëû (4), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî óíêöèÿ µε íåïðåðûâíà
íà U .
Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (À2) è (Â1). Òîãäà óíêöèÿ µε èìååò
ïðîèçâîäíóþ â ëþáîé òî÷êå u ∈ U ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ d ∈ Rn , ïðè÷åì
µ′ε(u; d) = f
′(u; d)− 〈∇G(u)T [vε(u)− u]−G(u)− ε∇ϕ(u), d 〉.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî âåêòîð d ∈ Rn . Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî
íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ u 7→ vε(u) è îïðåäåëåíèå óíêöèè µε , ïîëó÷àåì, ÷òî
â äàííûõ óñëîâèÿõ ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 3.4 èç [20, ãëàâà 1℄ î äèåðåíöè-
ðîâàíèè óíêöèè ìàêñèìóìà, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî óíêöèÿ µε äèåðåíöèðóåìà
ïî íàïðàâëåíèÿì â ëþáîé òî÷êå u ∈ U è
µ′ε(u; d) = f
′(u; d)− 〈∇G(u)T [vε(u)− u]−G(u)− ε∇ϕ(u), d 〉.
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè òî÷êà u íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è 2, òî âåêòîð d =
= vε(u)−u ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàïðàâëåíèå óáûâàíèÿ äëÿ óíêöèè µε â òî÷êå u .
Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (À2) è (B1). Òîãäà äëÿ ëþáîãî u ∈ U
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
µ′ε(u; vε(u)− u) ≤ −εθ(‖vε(u)− u‖) ‖vε(u)− u‖.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ëþáóþ òî÷êó u ∈ U . Ñîãëàñíî ëåììå 2
µ′ε(u; vε(u)− u) = f
′(u; vε(u)− u)− 〈∇G(u)
T [vε(u)− u]−G(u)− ε∇ϕ(u), vε(u)− u〉.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3, ïîëàãàÿ â (5) z = u , èìååì:
0 ≤ 〈G(u) + ε∇ϕ(vε(u)), u− vε(u)〉+ f(u)− f(vε(u)).
Ñêëàäûâàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷èì:
µ′ε(u; vε(u)− u) ≤ f
′(u; vε(u)− u) + f(u)− f(vε(u))−
− 〈∇G(u)T [vε(u)− u] + ε[∇ϕ(vε(u))−∇ϕ(u)], vε(u)− u〉.
Äëÿ ëþáîé òî÷êè u èç ìíîæåñòâà U ñóììà ïåðâûõ òðåõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷à-
ñòè íåðàâåíñòâà íåïîëîæèòåëüíà âñëåäñòâèå âûïóêëîñòè óíêöèè f , ïîýòîìó â
ñèëó ïðåäïîëîæåíèé (A2) è (B1) î ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ G è ðàâíîìåðíîé
âûïóêëîñòè óíêöèè ϕ ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.
226 È.Â. ÊÎÍÍÎÂ, Î.Â. ÏÈÍßÈÍÀ
Èòàê, ðåøåíèå çàäà÷è (4) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íàïðàâëåíèå óáûâàíèÿ óíê-
öèè µε â ëþáîé òî÷êå u ∈ U\U
ε
.
Ñîðìóëèðóåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè äëÿ çà-
äà÷è (6).
Òåîðåìà 1 (Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè). Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (A2)
è (Â1). Òîãäà
µ′ε(u; v − u) ≥ 0 ∀v ∈ U ⇐⇒ u ∈ U
ε.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è 2 è ýêâèâàëåíòíîé åé çàäà÷è (6)
äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíîñòè ïðîèçâîäíîé ïî ëþáîìó íà-
ïðàâëåíèþ â ýòîé òî÷êå, ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
µ′ε(u; v − u) ≥ 0 ∀v ∈ U.
Òîãäà èç ëåììû 3 ñëåäóåò: −θ(‖u − vε(u)‖)‖u − vε(u)‖ ≥ 0, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
òîëüêî åñëè u = vε(u) . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4 ïîëó÷èì: u ∈ U
ε.
Èòàê, ëþáàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà çàäà÷è (6) äàåò ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è 2, ïî-
ýòîìó äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå èòåðàòèâíûå
ìåòîäû ìèíèìèçàöèè ñ ó÷åòîì íåãëàäêîñòè óíêöèè µε .
4. Ìåòîä ñïóñêà
Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé
ìåòîä äëÿ çàäà÷è 2.
Ìåòîä 1.
Øàã 0. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî òî÷êó u0 ∈ U , íåïðåðûâíî âîçðàñòàþùóþ óíê-
öèþ η : R→ R òàêóþ, ÷òî η(0) = 0 , è ÷èñëî γ ∈ (0, 1) . Ïîëîæèì k = 0.
Øàã 1. Âû÷èñëèì µε(u
k) è vε(u
k) ïî îðìóëå
µε(u
k) = max
v∈U
Φε(u
k, v) = Φε(u
k, vε(u
k)).
Åñëè µε(u
k) = 0 , òî uk ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è 2, ïðîöåññ ðåøåíèÿ îñòàíàâëè-
âàåòñÿ.
Øàã 2. Ïîëîæèì dk = vε(u
k)− uk. Íàõîäèì m êàê íàèìåíüøåå öåëîå íåîòðè-
öàòåëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî
µε(u
k + γmdk)− µε(u
k) ≤ −γmη(‖dk‖)‖dk‖, (7)
ïîëîæèì λk = γ
m
, uk+1 = uk + λkd
k
, çàìåíèì k íà k + 1 è ïåðåéäåì ê øàãó 1.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ îöåíêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèé.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ (A2) è (B1). Òîãäà âåðíà
ñëåäóþùàÿ îöåíêà:
0.5εθ(‖u− uε‖)‖u− uε‖ ≤ µε(u) ∀u ∈ U, (8)
ãäå uε ∈ Uε .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ óíêöèè µε â ñèëó ìîíîòîííîñòè îòîáðà-
æåíèÿ G è ðàâíîìåðíîé âûïóêëîñòè óíêöèè ϕ ïîëó÷àåì
µε(u) ≥ Φε(u, u
ε) = −〈G(u), uε − u〉 − f(uε) + f(u)− ε[ϕ(uε)− ϕ(u)] ≥
≥ 〈G(uε) + ε∇ϕ(uε), u− uε〉+ f(u)− f(uε)+
+ ε[ϕ(u)− ϕ(uε)− 〈∇ϕ(uε), u− uε〉] ≥ 0.5εθ(‖u− uε‖)‖u− uε‖,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:
Sε(u) = {v ∈ U | µε(v) ≤ µε(u)} ∀u ∈ U.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ (A2) è (B1). Òîãäà ëåáå-
ãîâî ìíîæåñòâî Sε(u) äëÿ ëþáîãî u ∈ U ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.
Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ìåòîäà â îñíîâíîì ñëåäóåò ìåòîäèêå ðàáîòû [19℄.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ (A2) è (B1). Åñëè
η(x) < εθ(x) ∀x > 0
è ìåòîä ñïóñêà ñòðîèò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} , òî îíà ñõîäèòñÿ
ê åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è 2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà êîíå÷íîñòü ïðîöåäóðû ïîèñêà ïî êðèòå-
ðèþ (7). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà ïðîöåäóðà áåñêîíå÷íà, òî åñòü
µ′ε(u
k; dk) = lim
k→∞
γ−m
(
µε(u
k + γmdk)− µε(u
k)
)
≥ −η(‖dk‖)‖dk‖.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ëåììû 3
µ′ε(u
k; dk) ≤ −εθ(‖dk‖) ‖dk‖.
Ñëåäîâàòåëüíî, η(‖dk‖)‖dk‖ ≥ εθ(‖dk‖)‖dk‖ , à ýòî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè dk = 0 ,
÷òî íåâîçìîæíî ïî ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà ëèíåéíîãî
ïîèñêà êîíå÷íà è λk > 0 äëÿ âñåõ k . Â ñèëó (7) è íåîòðèöàòåëüíîñòè µε íà U
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µε(u
k) ìîíîòîííî óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñíèçó, òî åñòü
lim
k→∞
µε(u
k) = C ≥ 0.
Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.1 èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} îãðà-
íè÷åíà è èìååò ïðåäåëüíûå òî÷êè, ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{dk} òàêæå îãðàíè÷åíà è èìååò ïðåäåëüíûå òî÷êè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî lim
k→∞
dk 6= 0. Òîãäà â ñèëó (7) íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ {ks} , òàêàÿ ÷òî lim inf
s→∞
‖dks‖ ≥ C′ > 0 è lim
k→∞
λk = 0 ,
ïîýòîìó
µε(u
ks + (λks/γ)d
ks)− µε(u
ks) > −η(‖dks‖) ‖dks‖.
Îòêóäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì (íàïðèìåð, òåîðåìó 3.1 èç [20, ãëàâà 1℄),
èìååì:
µ′ε(u
ks + ξks(λks/γ)d
ks ; dks) > −η(‖dks‖) ‖dks‖
äëÿ íåêîòîðîãî ξks ∈ (0, 1) . Ó÷èòûâàÿ ëåììó 2, ïîëó÷èì:
f ′(uks + ξks(λks/γ)d
ks ; dks)−
− 〈∇G(uks + ξks(λks/γ)
Tdks)dks −G(uks + ξks(λks/γ)d
ks)−
− εϕ(uks + ξks(λks/γ)d
ks), dks〉 > −η(‖dks‖)‖dks‖.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ks → ∞ è âûáèðàÿ, åñëè íåîáõîäèìî, ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè G , ϕ è f , ÷òî
f ′(u˜; d˜)− 〈∇G(u˜)T d˜−G(u˜)− ε∇ϕ(u˜), d˜〉 ≥ −η(‖d˜‖) ‖d˜‖,
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ãäå u˜ è d˜  ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {uks} è
{dks} . Íî èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî η(‖d˜‖)‖d˜‖ ≥ εθ(‖d˜‖)‖d˜‖, ÷òî âîçìîæíî òîëü-
êî ïðè d˜ = 0 . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó ‖d˜‖ ≥ C′ > 0 .
Ñëåäîâàòåëüíî, lim
k→∞
dk = 0. Ïóñòü u˜  ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè uk . Òîãäà ñëåäóåò vε(u˜) = u˜ . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
u˜ = uε , ãäå uε  åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è 2. Òàêèì îáðàçîì,
lim
k→∞
uk = uε,
è òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðåäñòàâèì òåïåðü ìåòîä ðåøåíèÿ èñõîäíîé ìîíîòîííîé íåãëàäêîé çàäà÷è 1.
Ìåòîä 2.
Øàã 0. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z0 ∈ U , ÷èñëî δ > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {εi} ց 0 . Ïîëîæèì i = 1 .
Øàã 1. Ïðèìåíèì ìåòîä 1 ïðè y0 = zi−1 , ε = εi , è áóäåì ñòðîèòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {yk} äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïîëíèòñÿ óñëîâèå
µε(y
k) ≤ ε1+δ. (9)
Øàã 2. Ïîëîæèì zi = yk , çàìåíèì i íà i+ 1 è ïåðåéäåì ê øàãó 1.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ (A1), (A2), (B1) è ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {zi} ïîñòðîåíà ìåòîäîì 2. Òîãäà:
(i) êàæäàÿ i-ÿ èòåðàöèÿ ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé;
(ii) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zi} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå u∗n ∈ U
∗
òàêîé, ÷òî âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå (3).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó µεi(y
k)→ 0 ïðè k →
∞ , òî èç ïóíêòà 1 ïðåäëîæåíèÿ 4 ìû ïîëó÷èì, ÷òî ‖yk− vεi(y
k)‖ → 0 ïðè k →∞ .
Çíà÷èò, íåðàâåíñòâî (9) áóäåò âûïîëíåíî ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà èòåðàöèé ìåòîäà 1.
Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå (i) äîêàçàíî. Òåïåðü, êîìáèíèðóÿ (8) è (9), ïîëó÷èì:
0.5θ(‖zi − uεi‖)‖zi − uεi‖ ≤ εδi ,
ãäå uεi ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è 2 ïðè ε = εi , îòñþäà ‖z
i−uεi‖ → 0 ïðè i→∞ .
Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
‖zi − u∗n‖ ≤ ‖z
i − uεi‖+ ‖uεi − u∗n‖.
Ïî òåîðåìå 2 èìååì, ÷òî lim
i→∞
uεi = u∗n, ïîýòîìó óòâåðæäåíèå (ii) òàêæå âåðíî.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêò  10-01-00629).
Summary
I.V. Konnov, O.V. Pinyagina. Solution Method for Monotone Mixed Variational Inequa-
lities.
In this artile, we propose a method, whih ombines the tehniques of regularization
and desent over a gap (merit) funtion, for solving a monotone mixed variational inequality.
The same uniformly onvex auxiliary funtion is used for the onstrution of both regularized
problems and gap funtions. To solve the regularized problems, we apply the method of desent
over a gap funtion with inexat line searh.
Key words: mixed variational inequality, gap funtion, desent method, uniformly onvex
funtion.
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